GHEORGHE CAINICEANU

(coordonator)

EMILIA-STEFANIA RADUCAN, CARMEN-VICTORITA CHIRFOT,
GABRIELA-ROXANA BoNDOC, MARIANA DRAGA-TATUCU,
DANIEL STRETCU, VLAD LUNGU, LEONARD GIUGIUC,
TOMITA-CONSTANTIN VASILE, ELENA RIMNICEANU

matematica

olimpiade si concursuri scolare

clasele IX-XII

2019-2020

Editura Paralela 45


https://www.libris.ro/matematica-olimpiade-si-concursuri-scolare-2020-PAR978-973-47-3313-2--p21637357.html

CUPRINS

enunturi solutii
clasa a IX-a

1. Olimpiade

(= oL LT oL: - OSSO L Y 80

2. CONCUTSUTT INEMUABTENE .oovverrrreeersareneeesssseesesssssensesssesssssessssesssssssssssssesessesseseessenns LY J— 103
clasa a X-a

1. Olimpiade

o T (oL 1 - OO OO 23 e 116

2. CONCUISUT INEMUAETENE....cvucuvrreeerrrrssssssssesesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssensssens 34 ... 137

clasa a Xl-a

1. Olimpiade
L To kB LT 1 - OO a.............. 149
2. Concursuri iNtEIJUABTENE.........cccuueeeeevve e eeseseeeesessesseressesssssssssesessssseseessessesrssseesesees 53 e 174

clasa a Xll-a
1. Olimpiade
ELBPE [0CAIA......coeeee ettt eesseeneseessse s seessseessseessseessese s 59 188



ENUNTURI

clasa a |X-a
1. olimpiade

ETAPA LOCALA

B Arges

9.0.1. Fiex,y,ze (0, ), astfel incatx - y - z=27.
a) Aratafi ca Jx + 3y +\/§Sx+y+z.
b) Precizati daca existd numere reale pozitive x, y, z care verifica egalitatea:
e . yz . 7? )
\/;c_+2y+52 \/§+3z+7x \/§+x+6}'

9.0.2. Fie sirul crescator x, € [0, =), cu xo = 0 i x1 = a, care verifica relafia: x,1 = a — xu +
+2x,x,, .V ne N. Aritati cd x, :Z a +4ax.x, .
k=1

9.0.3. Fie A' € (BC), B'e (AC), C' € (4B) punctele de contact ale cercurilor exinscrise cu laturile
triunghiului ABC.
a) Calculati, in functie de vectorii 4B si AC ., vectorul v=a’ A4 +b*BB +¢*CC’, cu notatiile
obisnuite in triunghiul ABC.
b) Daca a, b, ¢ sunt numere pozitive in progresie aritmetica, atunci v este coliniar cu AC .

9.0.4. Rezolvati in R ecuatia J +30x +/x+31=x+-/x +8.
Dan Nedeianu, Gazeta Matematica nr. 11/2019

1.

E® Bihor
9.0.5. Determinati functiile /: N — R cu proprietatea:
f)+2- Q) +3-fB)+.+n f(M)=fr+1)-1,Vne N

9.0.6. Rezolvati in R ecuatia 43l +Vx+31=x+Jx +8.
Dan Nedeianu, Gazeta Matematicanr. 11/2019
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9.0.7. Fic rombul ABCD si punctele M € (4B), N € (BC), P € (CD). Aratati ca centrul de greutate
z! triunghiului MNP apartine dreptei 4C daca si numai daca AM + DP = BN.

9.0.8. Se dau numerele x, y, z > 0 pentru care x +y +z = 2.

x—y Yoo ZmX

a) Demonstrati ca =
xy+2z yz+2x zx+2y

PR L PIRY 4
xv+2z yz+2x zx+2y 8

b) Demonstrati ca

@ Brasov

. " . . 7 . 1
9.0.9. a)Fie m, n e N', m numir par. Demonstrati ca daca V2 < ﬂ, atunci V2 <2

n n  mn
b) Fie a € Q cu proprietatea ca V2 <a. Demonstrati ca existd a’ € (Q, astfel incat V2<d<a.
Romeo Ilie
9.0.10. Rezolvati in R ecuatia 3{x}* + 11{x} = 7x — 5. Prin {x} am notat partea fractionard a

numarului real x.

loana Masca
9.0.11.Fiene N,n>3, ke N,O<k<n-2sia.a, .. a € N, distincte doua cate doud.
.. . n +n+2k o .
Demonstrati ¢ dacd gy + @ + ... T a, = — atunci printre numerele ai, as, ..., a, exista

n — k numere naturale consecutive.
Romeo llie

9.0.12. Se di un patrulater 4BCD inscris in cercul de centru O si fie H, K ortocentrele triunghiurilor
ACD, respectiv BCD. Fie L mijlocul laturii AB. S$tiind ca O este centrul de greutate al triunghiului
HKL, aratati ¢ ABCD este trapez isoscel.

BB Braila

9.0.13. Fie ABCDE un pentagon convex si punctele P € (DE), Q € (CD), astfel incat % = g—g— =2
Daci M si N sunt centrele de greutate ale triunghiurilor ABC §i ABE, aratafi ca MQ=NP.
Traian Tamaian
9.0.14. Fie a, al n-lea numir prim, n € N".
z) Arataticd a, > 3n, V212,
o) Determinati n € N, astfel incata; +ax + ... + a, < 198.

9.0.15. Rezolvati in mulfimea numerelor reale ecuatia {6);:)— 7}—{3)6;11} = x;rl . (S-a notat cu

~eme2 intreagd a numdrului real x i cu {x} partea fractionard a numdrului real x.)
Nicolae Stanicd

]



9.0.16. Sec counsidera punctul M in interiorul triunghiului 4BC. Se noteazd AM N BC = {D},
BM n AC = {E}, CM n AB = {F}. Determinati pozitia punctului M pentru care produsul

MA MB MC
-——-—— este minim.
MD ME MF
Nazeli Boicescu
I Bucuresti
9.0.17. Determinati numerele naturale » pentru care numdrul J4n +1+9n +13 este numar
rational.

Valentin Nicula
9.0.18. Fie numerele reale a si b cu proprietatea [| a + b || < 4. Ardtati ca [ab] < 4. (Pentru a real se
noteazi [a] partea intreagd a lui a si | @ | modutul lui a.)
Mircea Teca
9.0.19. Rezolvati in mulfimea N x N ecuatia x* — y! = 2019. (Pentru » natural nenul se noteaza n! =
=1-2-.. -niar0!=1)
Costin Negrii, Gazeta Matematica nr. 10/2019

9.0.20. in patratul ABCD, fie M € AC. Paralela prin M la AD intersecteaza BD in N, paralela prin N
la DC intersecteazi AC in P, iar paralela prm P la BC intersecteazd DB in Q. Punctele Oy, 02, Os
si O4 sunt centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor MAB, NAB, PCB, respectiv NBC.

Demonstrati cd 0,0, + 0,0, = ON .
Petre Simion si Cristian Ciobanescu

D Caras-Severin

: . g b’ S
9.0.21. Fiea,b,c=>0sia+ b + c= 1. Aratati ca < $-S= <

a+5 b+5 C+5 4
9.0.22. a) Daci (x,) , este o progresie geometricd, se noteazd S, = xi +x2 +x3+ ..+ x, V n & N
Calculati So, stiind cd S5 = 40 si S = 60.

[2x+3

b) Calculai suma elementelor mul{imii B = {xe R }: 1 +{2x}} ,unde [a] si {a} reprezinta

partea intreagi, respectiv partea fractionara a numarului real a.
9.0.23. Se considera un triunghi echilateral ABC cu AB =3 sipunctele . Q. G, R, S, astfel incat:

BP=PQ= QC GA+GB+GC=0, AR=RG si AS=r- SC.

a) Calculati lungimea vectorului v=GP+ GQ .
b) Aratati ca existd un numdr rational » pentru care punctele B, R, § sunt coliniare.
9.0.24. Se da patrulaterul convex ABCD si O intersectia diagonalelor sale, @ >0 si M € (4B), N €

M BN CP D
€ (BC), P € (CD), Q € (DA), astfel incat AM _BN _CP_DQ_
MB NC PD QA
a) Daci a = 1, atunci OM + OP=0N +0Q.

b)Dacia#1si OM +OP=0ON + Z)—Q , atunci ABCD este paralelogram.



B Cluy;

9.0.25. Rezolvati ecuatia e 3 +{2x+1 B
x=1 x=2 9

Camelia Maria Chindris si Corina Livia Dragos

9.0.26. Demonstrati ci daca a, b, ¢ sunt numere reale strict pozitive, astfel incat a + b + ¢ = 1, atunci

1 1 5 . .
—+ 5 + — > 9. In ce conditii are loc egalitatea?
a ¢

Anca Cristina Hodorogea

9.0.27. Aratati ci ecuatia (x + 1)> + (x + 2)* + ... + (x + 2019)* = )” nu are solutii in mulfimea
numerelor intregi.

Eugen Jecan

9.0.28. Se considera triunghiul ABC, iar D, E si F punctele in care bisectoarele unghiurilor BAC,

ABC i, respectiv, ACB intersecteaza cercul circumscris triunghiului 4ABC. Ardtati cd daca

ID + IE + IF = 0, atunci triunghiul ABC este echilateral, unde / este centrul cercului inscris in

triunghiul 4ABC.
Camelia Maria Chindris si Corina Livia Dragos

1B Constanta

9.0.29. Determinati x € R, astfel incit [x*] - {1 + x’} = x> — 1, unde [a] si {a} reprezinta partea
p p

intreagi, respectiv partea fractionard a numarului a.

9.0.30. Fica, b, c € [1, +o). Aratati ca b ¢

a
+ +
a+2\/5+c b+2\/z+a c+2\/5+b

>3
4
Alexandru Cdrnaru

9.0.31. Fic g, b, ¢ € Q. Aratati ci tripletul (c, a+b, 2c+£j nu poate forma o progresie

C
geometrica.
Nelu Chichirim
9.0.32. Pe laturile triunghiului ABC se construiesc, in exterior, patratele ABDE, ACFG si BCHI.
Aritati ca:

a) dacd M este ales astfel incat BIMD sa fie paralelogram, atunci BMAG este paralelogram;
b) triunghiurile 4BC si DGH au acelasi centru de greutate;
c) cu segmentele CD, AH si BG se poate construi un triunghi.
Catalin Zirnd

I Covasna

x4+ x

9.0.33. Rezolvati ecuatia { + 2019} = | x + 2020 |, unde [a] reprezinta partea intreag a numa-

rului real g si | a | modulul sau.

9.0.34. Aritati ca pentru orice numdr natural »n, # > 2, numarul v2020" — 2021 nu este natural.

8



9.0.35. Demonstrati urmitoarele inegalitati:

(12 b2 1 1 *
a) —3+—32—+—,‘v’a, bekR,.
b a a b
b) x2020 + y2020 y2020 + 22020 Z2020 + x2020 S 2 1 N 1 N 1 v R*
- > x,y,z€ R,
Z3030 x3030 y3030 xlO]O leIO 21010 ? ?

9.0.36. Fie ABCDE un pentagon inscris intr-un cerc. Notam cu H,, H>, Hs, Hy ortocentrele triunghiu-
rilor ABC, BCD, CDE, respectiv ACE. Aratati ca patrulaterul H1H>/13H, este paralelogram.

I Dambovita
. . .. PE QOC .
9.0.37. Fie ABCDE un pentagon convex, P € (DE), Q € (CD), astfel incat i @: 2 si fie M,
N centrele de greutate ale triunghiurilor 4BC, respectiv ABE. Demonstrati ca TQ = NP,

9.0.38. Demonstrati ci, pentru orice x, y, z € (0, o), avem:
2 2 2 2 2 2
(i+i+lj[x +y Pl +z L2 + x ]29.
x oy oz x+y y+z Z+x
9.0.39. Demonstrati ci 2, /3, V2 ++/3 nu pot fi termeni (nu neapirat consecutivi) ai unei
aceleiasi progresii aritmetice.

. . 1 = 2k +1
9.0.40. Demonstrati ¢4, pentru orice numdr natural n > 2, avem — + ) ——=1.
e

SRk + 1y

B Dol|
9.0.41. Fie (a,)

a) Ardtati ca existd k > 1, astfel incat a; sa fie patrat perfect.

b) Aratati ¢ progresia contine o infinitate de termeni care sunt patrate perfecte.

¢) Dati un exemplu de progresie aritmeticd de numere naturale care nu confine niciun patrat
perfect.

9.0.42. Fiesirul (x,) _ definit prin x, :% SENE +\/Z:

o progresie aritmetica de numere naturale, astfel incat a; = 1.

nxzi

2
n +2n

,h > 1. Aratati ca

Z(Zk + D)x, <1, oricarear fin>1.

k=1
Traian Tamaian, Gazeta Matematicanr. 11/2019

3 3 3
. . +3 +3 +3.9 x+ty+z+l
9.0.43. Fie x, y, z > 0. Demonstrati ca ad +2 +2 p 2 T .

y+z z+x x+y 2 x+y+z
Catalin Cristea
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9.0.44. Fie ABC un triunghi, D piciorul inal{imii din 4, G centrul de greutate al triunghiului ABC si
S piciorul bisectoarei din D in triunghiul ADB. Dreapta SG taie latura AC in punctul 7. Aritati cd
AD = BC daca si numai dacd «4DT = «TDC.

Romanta Ghitd si loan Ghitd, Gazeta Matematica nr. 9/2019

B Galati

9.0.45. Fie a, b, ¢ > 0. Demonstrati ca:
A)(a+b)-(b+tc)-(ct+ay=28-a-b-¢;
@+ +c=23-a- b

a b c 3
+ + >,

b+c c+a a+b 2

Vasile Popa
9.0.46. a) Demonstrati ci dacia, b € R, cu [a] = [b], atunci |a —b | < 1.
b) Rezolvati ecuatia: [x_—l} = X—H}
2 3

Vasile Popa

. o 1 . 2 .
9.0.47. Fiesirul (x,) _ definit prin x, =7 5 VX T, =" > 1. Aratafi ca:
- n+2-n

> (2k+1l)-x,<1,¥Vnxl

k=1

(S-anotat Y (2k+1) x, =3 -x1+5-0+7 - x3+.+2n+ 1) x.)

k=|

9.0.48. a) Fie punctele O, 4, B, C, iar 4, B, C distincte doua cite doua. Aratati ca punctele 4, B, C

sunt coliniare daca si numai daca existd o € R astfel incat OB=a-04+ (l-o)- ocC.

b) Consideram punctele 4, B, C, A', B', C' in acelasi plan. Aritati cd suma vectorilor W, cu
Me {4, B, C}si N € {4, B, C'}, este nuld daca si numai daca triunghiurile ABC si 4'B'C' au
acelasi centru de greutate.

B lasi

9.0.49. Fie sirul (a,) ,, dat prin %4-& 94 a, _nn+D(n+2)

n

ot =
12 (n—1)! 3

,V ne N, unde
nl=1.2-3-.. niar0!=1.
a) Determinati termenul general a,,.

b) Demonstrati ca ZL <1.

k=1 Gy
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9.0.50. Se considerd pentagonul ABCDE inscris in cercul de centru O, cu 4D 1 BE. Daca H\, H,,
H;. Hy sunt ortocentrele triunghiurilor ABC, BCD, CDE, respectiv ACE, aratati ca H1H2H3H. este
dreptunghi.

9.0.51. Determinafi x € R, pentru care are loc egalitatea {x} +{x+%}+{x+§}= [x]%, unde {y}

reprezintd partea fractionara, iar [y] reprezinta partea intreagd a numdrului real y.
9.0.52. Se considerd numerele reale pozitive a, b, ¢ care verifica relatia ab + ac + bc = abc.

a) Demonstraticia+b+c 29.

b) Demonstrati cd (a+ b+ ¢) JoO+a+b+c=23J6abe .

P llfov

9.0.53. a) Se considerd functia /: R — R, £ (x) =x + 1. Calculati S = £(2) + £ (2%) + ... + £(2°).

b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:

Rx+ D+ Rx+5+2x+N+ ...+ (2x+37)=210.

9.0.54. Folosind metoda inductiei matematice, artati ca (5> - 272 +372. 2"y 1 19,V ne N.
9.0.55. Fie ABCD un dreptunghi cu laturile AB =4 §i AD = 3.

a) Demonstrati ci pentru orice punct M din planul dreptunghiului are loc egalitatea:

MA+ MC = MB + MD .

b) Calculati modulul vectorului 24B + 34D + AC .

x+y

e (-1, 1), x,ye Rst
I+ xy

9.0.56. Fie predicatele: p(x, v) : |x|<1si|yv|<1l,x,ye Rsiglx,y):

xy#—1.
a) Aflati valoarea de adevar a propozitiet g(4, 3).
b) Demonstrati ca p(x, ) = g (x, »).

xry

¢) Aflati valoarea de adevar a propozitiei: dacd x, y € R, ] e (-1, 1), atunci | x| < 1,1y < 1.
+

E® Maramures
9.0.57. a)Aratatica 2x* >x° + 1,V x> 1.
1 1 a’+b*+¢?
+— > —
@+l b+l S+1 2a6C

b) Aratati ca dacd a, b, ¢ € [1, o), atunci
Radu Pop
9.0.58. Se considera ecuatia ax’ + bx +c=0cuae R\Z, b,ce R,a>1, b —4ac 2 0. Aritati ca

cel putin una dintre ecuatiile [a]x* + [b]x + [c] = 0, {a}x* + {b}x + {c} = 0 are radacini reale, unde
[a], {a} reprezintd partea intreagl, respectiv partea fractionard a numarului real a.
Nicolae Musuroia
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9.0.59. Fie M, N, P punctele de tangenti ale cercului inscris in triunghiul ABC cu laturile (BC),
(CA), respectiv (AB). Aritati ci:
2) m_a+b c 1B+ a+tc—-b — AC;
2a 2a

b) dacd AM + BN + CP =0, atunci triunghiul 4BC este echilateral.
9.0.60. Fie ABCDEF un hexagon inscris intr-un cerc de centru O. $tiind ca [4B] = [CD] = [EF] si

[BC] = [DE] = [FA], aritati cda OA+OB+0C+OD+OE+OF =0.
Mihaela Ghita si Traian Preda, Gazeta Matematica nr. 1/2020

BB Mehedinti

9.0.61. Pentrun e N se considerd 4 =v3"* +3"° +3" 2 +3"7" +3" .

a) Aratati ca pentru orice n impar, 4 ¢ Q.
b) Dacd p € N este dat, determinati » € N pentru care 4 = 11 - 9.
9.0.62. Fief: R > R, f(x)=ax + b. Se stieca Ju <v,u, ve R, astfel incat f(u) - f(v) <0.
a) Aratati ca g # 0.
b) Aratati ca 31, r € (u, v), astfel incat f (1) = 0.
9.0.63. Fie x, y, z numere reale pozitive cu proprietatea x + y + z = 1. Aratati ci:
i XAy + 222 10(xy + xz + yz) —
In ce caz are loc egalitatea?
9.0.64. In triunghiul ABC consideram D € [4B), E € [BC], F € [CA], astfel incat AD = oDB, BE =
= 0EC, CF = 0F4, unde o este un numir real pozitiv. Daca M, N, P sunt puncte in planul (48C)

cu proprictatea DM + EN + FP =0, demonstrati ca triunghiurile ABC si MNP au acelasi centru de
greutate.

E® Prahova

9.0.65. a) Se considerd numerele a, b, c € R, x, y, z € (0, o). Demonstrati ca:
2 2 2
a_+b C_Z(a+b+c) .
X v z x+y+z
b) Determinati numerele reale pozitive x, y, z, f care verifica relatia:
2xy+3x+6y  (2y+z) N (2z+1) N (y+1)°

X' +4y° 49 2z+1 2y+t y+z

=3(y+2z)—t.

Gabriel Necula

9.0.66. Se considerd sirul (a,) = definit prin a, =[\/n2 —5n+10} , unde [x] reprezinti partea

nz1
intreaga a numirului x. Determinati » € N, stiind cd a1 + a2 + ... a, = 2025.

Octavian Purcaru



